
Trigonometrijske funkcije u zadacima s matematičkih natjecanja 

 

Zadatak 1:   (Školsko natjecanje 2008.,3.r.) 

Ako je  sin 2𝑥 = 𝑎, 𝑜𝑑𝑟𝑒𝑑𝑖𝑡𝑒  𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥   

Rješenje:   

Kubiranjem osnovnog trigonometrijskog identiteta   𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 slijedi 

                   𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 3𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 3𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥 = 1. 

Sređivanjem dobivamo 

                  𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥 + 3𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥(𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥) = 1 

odnosno 

                𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥 = 1 − 3𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 − 3
𝑠𝑖𝑛22𝑥

4
= 1 −

3

4
𝑎2      . 

 

 

Zadatak 2:   (Županijsko natjecanje 2010.,3.r) 

 𝐴𝑘𝑜 𝑗𝑒 𝑎 + 𝑎−1 = 2𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑑𝑜𝑘𝑎ž𝑖𝑡𝑒 𝑑𝑎 𝑗𝑒 𝑡𝑎𝑑𝑎  𝑎4 + 𝑎−4 = 2𝑐𝑜𝑠4𝑥. 

Rješenje:  

Kvadriranjem zadane jednakosti dobivamo 

                        𝑎2 + 2𝑎𝑎−1 + 𝑎−2 = 4𝑐𝑜𝑠2𝑥 

                        𝑎2 + 𝑎−2 = 4𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2  

                        𝑎2 + 𝑎−2 = 4𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2(𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥)   

                        𝑎2 + 𝑎−2 = 2(𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥) 

                        𝑎2 + 𝑎−2 = 2 cos 2𝑥. 

Zadnju jednakost ponovo kvadriramo i analogno postupamo: 

                      𝑎4 + 2𝑎2𝑎−2 + 𝑎−4 = 4𝑐𝑜𝑠22𝑥  

                      𝑎4 + 𝑎−4 = 4𝑐𝑜𝑠22𝑥 − 2 

                      𝑎4 + 𝑎−4 = 4𝑐𝑜𝑠22𝑥 − 2(𝑠𝑖𝑛22𝑥 + 𝑐𝑜𝑠22𝑥) 

                      𝑎4 + 𝑎−4 = 2(𝑐𝑜𝑠22𝑥 − 𝑠𝑖𝑛22𝑥) 

                      𝑎4 + 𝑎−4 = 2 cos 4𝑥,  što je  trebalo pokazati. 

                       

Zadatak 3:   (Županijsko natjecanje 1994.,3.r.) 



  𝑍𝑎   𝛼, 𝛽 𝜖〈0, 𝜋〉 𝑖𝑧𝑟𝑎𝑧𝑖𝑡𝑒 𝑏𝑟𝑜𝑗 𝑡𝑔
∝

2
+ 𝑡𝑔

𝛽

2
 𝑝𝑜𝑚𝑜ć𝑢 𝑏𝑟𝑜𝑗𝑒𝑣𝑎 𝑎 = 𝑠𝑖𝑛 ∝ + 𝑠𝑖𝑛𝛽 𝑖  

  𝑏 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑐𝑜𝑠𝛽.  

Rješenje:  
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     (1) 

Da bi odredili vrijednost traženog izraza, treba odrediti vrijednosti brojnika i nazivnika. 

 

Kvadriranjem izraza   𝑎 = 𝑠𝑖𝑛 ∝ + 𝑠𝑖𝑛𝛽 dobijemo    𝑎2 = 𝑠𝑖𝑛2 ∝ + 𝑠𝑖𝑛2𝛽 + 2𝑠𝑖𝑛 ∝  𝑠𝑖𝑛𝛽 . 

Analogno,      iz           𝑏 = 𝑠𝑖𝑛 ∝ + 𝑠𝑖𝑛𝛽  dobijemo    𝑏2 = 𝑐𝑜𝑠2 ∝ + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 2𝑐𝑜𝑠 ∝ 𝑐𝑜𝑠𝛽. 

Zbrojimo li ove dvije jednakosti i uredimo taj zbroj pomoću osnovnih trigonometrijskih 
identiteta i adicijske formule za kosinus razlike, slijedi 

                            cos(𝛼 − 𝛽) =
𝑎2+𝑏2−2

2
,  a primjenom formule za kosinus polovičnog kuta 

imamo: 

                           cos
(𝛼−𝛽)

2
= √1+

𝑎2+𝑏2−2

2

2
=

√𝑎2+𝑏2

2
. 

Primjenom formule za pretvorbu zbroja funkcija kosinus u njihov produkt imamo: 

 

                            𝑏 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑐𝑜𝑠𝛽 = 2𝑐𝑜𝑠
∝+𝛽

2
𝑐𝑜𝑠

∝−𝛽

2
 , pa je 

 

                            𝑐𝑜𝑠
∝+𝛽

2
=

𝑏
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2
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2
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Vrijedi i           sin
𝛼+𝛽

2
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2
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brojnika izražena zadanim elementima. 

Sad još pretvaramo i produkt kosinusa u zbroj da uredimo nazivnik: 
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Konačno, uvrstimo li (2) i (3) u (1) , slijedi              

                                                            𝑡𝑔
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Zadatak 4:   (Školsko natjecanje 2011.,3.r.) 

 𝐴𝑘𝑜 𝑗𝑒 𝑡𝑔𝑥 = 4 + 𝑐𝑡𝑔𝑥, 𝑖𝑧𝑟𝑎č𝑢𝑛𝑎𝑗𝑡𝑒 
𝑡𝑔2𝑥−𝑐𝑡𝑔2𝑥

𝑡𝑔3𝑥+𝑐𝑡𝑔3𝑥
   . 

Rješenje:  

 

 
𝑡𝑔2𝑥−𝑐𝑡𝑔2𝑥

𝑡𝑔3𝑥+𝑐𝑡𝑔3𝑥
=  

(𝑡𝑔𝑥−𝑐𝑡𝑔𝑥)(𝑡𝑔𝑥+𝑐𝑡𝑔𝑥)

(𝑡𝑔𝑥+𝑐𝑡𝑔𝑥)(𝑡𝑔2𝑥−𝑡𝑔𝑥𝑐𝑡𝑔𝑥+𝑐𝑡𝑔2𝑥)
=

𝑡𝑔𝑥−𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑡𝑔2𝑥+𝑐𝑡𝑔2𝑥−1
 

Iz uvjeta 𝑡𝑔𝑥 = 4 + 𝑐𝑡𝑔𝑥 slijedi    𝑡𝑔𝑥 − 𝑐𝑡𝑔𝑥 = 4  , a kvadriranjem tog izraza dobijemo 

𝑡𝑔2𝑥 − 2𝑡𝑔𝑥𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐𝑡𝑔2𝑥 = 16  , odnosno,  𝑡𝑔2𝑥 + 𝑐𝑡𝑔2𝑥 = 18  , a ovaj izraz lako  

prilagodimo nazivniku pa vrijedi     𝑡𝑔2𝑥 + 𝑐𝑡𝑔2𝑥 − 1 = 17. 

Dakle,  

                      
𝑡𝑔2𝑥−𝑐𝑡𝑔2𝑥

𝑡𝑔3𝑥+𝑐𝑡𝑔3𝑥
=

𝑡𝑔𝑥−𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑡𝑔2𝑥+𝑐𝑡𝑔2𝑥−1
=

4

17
  . 

 

Zadatak 5:   (Županijsko natjecanje 2007.,4.r.) 

 𝑍𝑏𝑟𝑜𝑗 𝑡𝑟𝑖𝑗𝑢 𝑝𝑜𝑧𝑖𝑡𝑖𝑣𝑛𝑖ℎ 𝑟𝑒𝑎𝑙𝑛𝑖ℎ 𝑏𝑟𝑜𝑗𝑒𝑣𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑗𝑒𝑑𝑛𝑎𝑘 𝑗𝑒 
𝜋

2
.  

  𝐼𝑧𝑟𝑎č𝑢𝑛𝑎𝑗𝑡𝑒 𝑐𝑡𝑔𝑥 𝑐𝑡𝑔𝑧 𝑎𝑘𝑜 𝑐𝑡𝑔𝑥, 𝑐𝑡𝑔𝑦, 𝑐𝑡𝑔 𝑧 č𝑖𝑛𝑒 𝑎𝑟𝑖𝑡𝑚𝑒𝑡𝑖č𝑘𝑖 𝑛𝑖𝑧. 

 

Rješenje:  

Za x, y, z > 0   vrijedi   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =
𝜋

2
 

Iz definicije aritmetičkog niza slijedi     𝑐𝑡𝑔𝑦 =
𝑐𝑡𝑔𝑥+𝑐𝑡𝑔𝑧

2
 

Iz adicijskog teorema za kotangens zbroja     𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑧) =
𝑐𝑡𝑔𝑥𝑐𝑡𝑔𝑧−1

𝑐𝑡𝑔𝑥+𝑐𝑡𝑔𝑧
    dobijemo 

𝑐𝑡𝑔𝑥 𝑐𝑡𝑔𝑧 = 1 + (𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐𝑡𝑔𝑧)𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑧) 

                                                                = 1 + 2𝑐𝑡𝑔𝑦 𝑐𝑡𝑔 (
𝜋

2
− 𝑦)  

                                                                = 1 + 2𝑐𝑡𝑔𝑦 𝑡𝑔𝑦 = 1 + 2 = 3 . 

 

 

 

 

 



 

Zadatak 6:   (Školsko natjecanje 2011.,4.r.) 

 𝐴𝑘𝑜 𝑠𝑢  𝑠𝑖𝑛(𝑦 + 𝑧 − 𝑥) , 𝑠𝑖𝑛(𝑧 + 𝑥 − 𝑦), 𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦 − 𝑧)  
𝑢𝑧𝑎𝑠𝑡𝑜𝑝𝑛𝑖 č𝑙𝑎𝑛𝑜𝑣𝑖 𝑎𝑟𝑖𝑡𝑚𝑒𝑡𝑖č𝑘𝑜𝑔 𝑛𝑖𝑧𝑎 , 𝑑𝑜𝑘𝑎ž𝑖 𝑑𝑎 𝑠𝑢 𝑡𝑜 𝑖  𝑡𝑔𝑥, 𝑡𝑔𝑦, 𝑡𝑔𝑧. 

Rješenje:  

Uvjet da su 𝑠𝑖𝑛(𝑦 + 𝑧 − 𝑥) , 𝑠𝑖𝑛(𝑧 + 𝑥 − 𝑦), 𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) uzastopni članovi 
aritmetičkog niza možemo zbog njegove definicije  zapisati ovako: 

 

    𝑠𝑖𝑛(𝑧 + 𝑥 − 𝑦) − 𝑠𝑖𝑛(𝑦 + 𝑧 − 𝑥) =  𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) −  𝑠𝑖𝑛(𝑧 + 𝑥 − 𝑦) 

 

Pretvorimo li ove razlike sinusa u produkt, dobivamo 

2𝑐𝑜𝑠
2𝑧

2
𝑠𝑖𝑛

2(𝑥 − 𝑦)

2
= 2𝑐𝑜𝑠

2𝑥

2
𝑠𝑖𝑛

2(𝑦 − 𝑧)

2
 

odnosno                         𝑐𝑜𝑠𝑧 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑦 − 𝑧). 

Ako sad primijenimo adicijsku formulu za sinus razlike i uredimo izraz imamo 

𝑐𝑜𝑠𝑧 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 − 𝑐𝑜𝑠𝑧 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑦 𝑐𝑜𝑠𝑧 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 𝑠𝑖𝑛𝑧 .    (1) 

Uočimo da zbog domene funkcije tangens mora vrijediti da su  𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ≠
𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘𝜖ℤ . 

Stoga je i 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 𝑐𝑜𝑠𝑧 ≠ 0, pa s tim izrazom dijelimo izraz (1), te slijedi 

𝑡𝑔𝑥 − 𝑡𝑔𝑦 = 𝑡𝑔𝑦 − 𝑡𝑔𝑧 

Vidimo da su   tg x,  tg y,  tg z  uzastopni članovi aritmetičkog niza, što je i trebalo 

pokazati. 

 

Zadatak 7:   (Državno natjecanje 2007.,3.r.) 

a) 𝐷𝑜𝑘𝑎ž𝑖𝑡𝑒 𝑑𝑎 𝑣𝑟𝑖𝑗𝑒𝑑𝑖 𝑡𝑔3𝑥 = 𝑡𝑔𝑥 𝑡𝑔(60° + 𝑥)𝑡𝑔(60° − 𝑥) 

b) 𝐼𝑧𝑟𝑎č𝑢𝑛𝑎𝑗𝑡𝑒  𝑡𝑔 20° 𝑡𝑔 40° 𝑡𝑔 60° 𝑡𝑔 80°. 

Rješenje:  

a) Primjenom adicijske formule za tangens  slijedi: 

𝑡𝑔3𝑥 =  𝑡𝑔(2𝑥 + 𝑥) =  
𝑡𝑔 2𝑥 + 𝑡𝑔 𝑥

1 − 𝑡𝑔 2𝑥 𝑡𝑔 𝑥
  

                                                                  =

2𝑡𝑔 𝑥

1−𝑡𝑔2𝑥
+𝑡𝑔 𝑥

1− 𝑡𝑔 𝑥
2𝑡𝑔 𝑥

1−𝑡𝑔2𝑥

=  

3𝑡𝑔 𝑥− 𝑡𝑔3𝑥

1−𝑡𝑔2𝑥

1−3 𝑡𝑔2𝑥

1−𝑡𝑔2𝑥

  

                                                                   =  
𝑡𝑔 𝑥− 𝑡𝑔3𝑥

1−3 𝑡𝑔2𝑥
     . 



S druge strane, vrijedi  

 𝑡𝑔𝑥 𝑡𝑔(60° + 𝑥)𝑡𝑔(60° − 𝑥) = 𝑡𝑔 𝑥 
1−𝑡𝑔 60° 𝑡𝑔 𝑥°+𝑡𝑔 𝑥

1−𝑡𝑔 60° 𝑡𝑔 𝑥

𝑡𝑔 60°−𝑡𝑔 𝑥

1+𝑡𝑔 60° 𝑡𝑔 𝑥
 

Uz primjenu razlike kvadrata i vrijednosti 𝑡𝑔 60° = √3 dobijemo  

                           𝑡𝑔𝑥 𝑡𝑔(60° + 𝑥)𝑡𝑔(60° − 𝑥) = 𝑡𝑔 𝑥 
3−𝑡𝑔2𝑥

1−3𝑡𝑔2𝑥
=

3𝑡𝑔𝑥−𝑡𝑔3𝑥

1−3𝑡𝑔2𝑥
    , pa je tvrdnja 

dokazana. 

 

b)  U upravo dokazanoj  jednakosti  za 𝑥 = 20°  imamo 

 

                          𝑡𝑔60° =  𝑡𝑔20°𝑡𝑔80°𝑡𝑔40°   / 𝑡𝑔60° 

                          𝑡𝑔260° =  𝑡𝑔20°𝑡𝑔40°𝑡𝑔60°𝑡𝑔80°   , pa je  

                         𝑡𝑔20°𝑡𝑔40°𝑡𝑔60°𝑡𝑔80° = 3   . 

 

 

Zadatak 8:   (Državno natjecanje 1996.,3.r.) 

 𝐷𝑜𝑘𝑎ž𝑖𝑡𝑒 𝑑𝑎 𝑧𝑎 𝑠𝑣𝑎𝑘𝑖  𝑥 ∈ ℝ 𝑣𝑟𝑖𝑗𝑒𝑑𝑖 𝑛𝑒𝑗𝑒𝑑𝑛𝑎𝑘𝑜𝑠𝑡  𝑠𝑖𝑛5𝑥 + 𝑐𝑜𝑠5𝑥 + 𝑠𝑖𝑛4𝑥 ≤ 2 . 

 𝐾𝑎𝑑𝑎 𝑣𝑟𝑖𝑗𝑒𝑑𝑖 𝑗𝑒𝑑𝑛𝑎𝑘𝑜𝑠𝑡?  

Rješenje:  

 

 𝑠𝑖𝑛5𝑥 + 𝑐𝑜𝑠5𝑥 + 𝑠𝑖𝑛4𝑥 ≤ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 𝑠𝑖𝑛4𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛4𝑥 + (1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)2 

                                                                                               =  3 𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 1       

                                                                                                = 3 (𝑠𝑖𝑛2𝑥 −
1

3
)

2

+
2

3
≤ 3 (1 −

1

3
)

2

+
2

3
 

                                                                                                 = 2  

 

Jednakost vrijedi ako je   𝑠𝑖𝑛5 = 𝑠𝑖𝑛4𝑥, 𝑐𝑜𝑠5𝑥 = 𝑐𝑜𝑠4𝑥 , 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1  . 

Iz    𝑠𝑖𝑛4𝑥(sin 𝑥 − 1) = 0       𝑖      𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1     𝑠𝑙𝑖𝑗𝑒𝑑𝑖    sin 𝑥 = 1 .  

Zaključujemo da jednakost vrijedi samo za   𝑥 =  
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋, 𝑘𝜖ℤ . 


